
Convexité et SignalPatrik L. CombettesLaboratoire d'Analyse NumériqueUniversité Pierre et Marie Curie � Paris 675005 Paris, FraneMots lefs : Convexité, projetion, théorie du signal, estimation, traitement de l'imageEnglish summary : The entral role played by onvexity in applied disiplines suh as me-hanis or eonomis is well aknowledged. In this paper we provide a brief overview of itsimportane in signal theory and its appliations. The �rst part fouses on signal estimation andsynthesis problems and the seond part on signal deomposition and analysis problems.1 IntrodutionL'analyse onvexe moderne [35, 42℄ a entretenu au ours de son développement des liens trèsprivilégiés ave ertaines disiplines appliquées, au premier rang desquelles �gure la méanique.Ainsi, e sont des questions de méanique ont été à l'origine de nombreux travaux fondamentauxde Jean-Jaques Moreau. L'importane de la onvexité en éonomie, en théorie de l'informationet, par le biais de l'optimisation, dans de nombreux autres domaines est également bien établie,f. [2, 4, 21, 22, 23, 36, 50℄.L'objetif de et artile est de donner un aperçu de quelques aspets du r�le que joue la onvexitédans une disipline à laquelle elle n'est pas traditionnellement assoiée, à savoir la théorie dusignal. La première partie est onsarée aux problèmes d'estimation et de synthèse et la deuxièmeaux problèmes de déomposition et d'analyse.Par �signal� nous entendons de manière générale la représentation mathématique de l'observa-tion d'une grandeur mesurable (grandeur physique, éonomique, biologique ou autre) évoluanten fontion d'une ou plusieurs variables (temps, espae, longueur d'onde, température, tensionéletrique, et.). De manière plus direte, un signal est don un objet abstrait qui sert de supportà l'information. La théorie du signal a pour objet 1o la modélisation fontionnelle des signauxet de leurs propriétés 2o la modélisation opérationnelle de leurs transformations 3o l'étude dessystèmes qui les génèrent. Elle onstitue le fondement théorique du traitement du signal, quidésigne l'ensemble des opérations que l'on e�etue en vue de la transmission, du stokage et del'analyse des signaux. Le traitement du signal est un maillon indispensable dans les tehnologiesde l'information au sens large, de l'arhivage numérique de données à l'imagerie médiale, enpassant par le ontr�le non-destrutif et les téléommuniations.Dans toute la suite l'espae des signaux sous-jaent sera un espae fontionnel hilbertien réel H,de produit salaire 〈· | ·〉 induisant une norme ‖ · ‖ et une distane d. Typiquement, H prendrala forme d'un s.e.v. de L2(Ω,A, µ), où (Ω,A, µ) est un espae mesuré onvenable.2 Estimation et synthèse de signauxDans ette première partie, nous nous intéressons aux problèmes d'estimation et de synthèse. Lapremière atégorie regroupe plusieurs types de problèmes �inverses� où l'on doit reonstituer la



forme originelle d'un signal à partir d'informations a priori et d'observations de signaux liés ausignal original par un modèle (partiellement) onnu. Elle omprend en partiulier les problèmesde débruitage, de déonvolution, de restauration, de reonstrution, d'interpolation et d'extrap-olation. La seonde atégorie regroupe des problèmes de type �diret� où il s'agit de produire unsignal à partir de spéi�ations imposées. Les problèmes de odage, de ompression, de onstru-tion d'images ou de hamps de rayonnement d'antennes, de oneption de �ltres, d'ondelettes,de distributions temps-fréquene ou de signaux impulsionnels, rentrent dans ette atégorie.2.1 L'approhe ensemblisteDepuis l'après-guerre, la notion d'optimalité a pris une plae prépondérante dans la ulturesienti�que. Cet engouement pour les solutions optimales dans les problèmes d'estimation etde synthèse a pu prospérer grâe aux progrès aomplis d'une part dans ertaines disiplinesthéoriques (analyse non linéaire, optimisation, reherhe opérationnelle, statistique) et d'autrepart dans la tehnologie des alulateurs. D'un point de vue sienti�que, ses fondements peuventparfois paraître quelque peu arbitraires, la prinipale ligne de onduite étant de produire unobjet qui minimise un oût préétabli selon des ritères relevant souvent plus de onsidérationsnumériques que d'un réel soui de tenir ompte des spéi�ités du problème traité. Des ritiquesen e sens furent émises dès 1958 par Zadeh [53℄, qui s'interrogeait sur le bien-fondé de la formu-lation systématique des problèmes de déision dans le adre de l'optimisation. Ainsi, la plupartdes méthodes lassiques de restauration d'image produisent des solutions �optimales� (au sensdes moindres arrés, du maximum de vraisemblane, du maximum d'entropie, du maximum aposteriori, et. [1℄) tout en violant des ontraintes élémentaires telles que la positivité et, plusgénéralement, au détriment des onnaissanes a priori.Dès les années soixante, on trouve dans la littérature des sienes de l'ingénieur plusieurs exemplesde problèmes formulés sur la base d'un ritère d'admissibilité plut�t que d'optimalité en e sensqu'une solution est dite aeptable si elle satisfait à toutes les ontraintes disponibles [14℄. Cesontraintes proviennent des données observées et des onnaissanes a priori dans les problèmesd'estimation et du ahier des harges dans les problèmes de synthèse. En désignant par Si lesous-ensemble de H des signaux onformes à la ieontrainte, le problème d'admissibilité se metsous la forme Trouver x ∈ S =
⋂

i∈I

Si, (1)d'où le terme �approhe ensembliste� pour désigner e type de formulation. Ainsi, dans le asd'un problème d'estimation ensembliste, est solution tout signal x ∈ H qui, à la lumière desonnaissanes a priori, a pu engendrer les données observées. Le prinipal atout de l'approheensembliste est d'o�rir une grande �exibilité quant à l'inorporation des ontraintes, qu'ellessoient déterministes ou statistiques. En outre, les solutions ainsi obtenues possèdent par dé�ni-tion des propriétés bien dé�nies et tangibles qui sont souvent plus préieuses que l'optimalité parrapport à un ritère onventionnel. Il onvient de noter qu'il n'y a de véritable on�it entre uneproédure optimale traditionnelle et une proédure ensembliste que dans le as où la solution dela première n'est pas aeptable au sens de la seonde, 'est-à-dire quand elle n'est pas en aordave les ontraintes onnues sur le problème.Depuis le milieu des années quatre-vingt, on assiste à un foisonnement des appliations des méth-odes ensemblistes dans virtuellement toutes les branhes du traitement du signal. On trouveraune bibliographies ouvrant la période 1968-1993 dans [14℄ ave une mise à jour en 1996 dans[15℄. Pour des travaux plus réents, on onsultera [12, 13, 19, 40, 41, 45, 47℄.2



Il va de soi que l'approhe ensembliste n'a de portée pratique qu'aompagnée d'algorithmesimplantables et �ables pour résoudre (1). A et égard, nous allons voir que 'est à la onvexitéqu'elle doit son suès.2.2 L'extrapolation selon Gerhberg et PapoulisUn problème fondamental motivé par des problèmes pratiques qui se posent notamment enastronomie, en tomographie et en ristallographie est de reonstruire un signal à partir d'infor-mations partielles le dérivant dans les domaines spatial et spetral. En l'absene d'informationssupplémentaires, une approhe naturelle pour résoudre e problème est de modi�er itérative-ment un signal initial x0 en lui imposant en alternane les informations onnues dans les deuxdomaines. A titre d'exemple, onsidérons le problème de l'extrapolation d'un signal x ∈ L2(R)onnu sur un intervalle A = [−a, a] et à bande limitée, disons supp x̂ ⊂ B = [−b/2, b/2], où x̂désigne la transformée de Fourier de x. Notons 1A la fontion aratéristique de A et posons
x0 = x1A. Dans e as, la méthode de substitution alternée onduit à l'algorithme suivant,proposé par Papoulis [39℄ en 1975

(∀n ∈ N) xn+1 = x0 +
(
b sinc(b ·) ⋆ xn

)
1∁A, (2)où ⋆ dénote la onvolution. Un an plus t�t, Gerhberg [25℄ s'était intéressé dans le adre del'optique à di�ration limitée au problème �dual� de l'extrapolation d'une image à supportborné dont une portion de la di�ratée (transformée de Fourier) a été observée. L'algorithmed'extrapolation proposé était essentiellement le même que (2) à la di�érene que les domainesspatial et spetral sont intervertis. Une généralisation de e formalisme du point de vue desespaes à noyau reproduisant est donnée dans [24℄.2.3 La formalisation de Youla et l'algorithme de Von NeumannDans son artile lassique [51℄, Youla observa en 1978 que de nombreux problèmes de restaurationde signaux admettent une formulation géométrique simple : il s'agit de trouver dans un espaede Hilbert H un signal x appartenant à un s.e.v. fermé M onnaissant sa projetion PNx sur uns.e.v. fermé N . La solution est unique si et seulement si M ∩N = {0} et, plus généralement, onobtient la solution la plus prohe de x0 = PNx en tant que limite forte de la suite onstruite parles itérations

(∀n ∈ N) xn+1 = x0 + (Id− PN ) ◦ PM xn. (3)Cette formalisation s'insrit dans le adre dé�ni par (1) puisque l'objetif est de produire un pointdans S = S1 ∩ S2, où S1 = x0 +N⊥ et S2 = M . Par ailleurs, si l'on dénote par Pi le projeteurrelatif à Si, l'algorithme (3) se met sous la forme de l'algorithme des projetions alternées deVon Neumann
(∀n ∈ N) xn+1 = P1 ◦ P2 xn, (4)qui onverge fortement vers la projetion de x0 sur S. En partiulier, on retrouve la méthoded'extrapolation de Gerhberg-Papoulis (2) en posant H = L2(R) et

M =
{
z ∈ L2(R) | ẑ 1∁B = 0

}
, N =

{
z ∈ L2(R) | z1∁A = 0

}
, et x0 = PNx. (5)On peut en fait étendre e formalisme à m ontraintes a�nes grâe à une extension théorème deVon Neumann due à Halperin (f. [6, 14, 15℄) : si (Si)1≤i≤m sont des sous-espaes a�nes fermésd'intersetion S non vide, la suite onstruite par les itérations

(∀n ∈ N) xn+1 = Pi(n)xn, où i(n) = n (modulom) + 1, (6)onverge fortement vers la projetion de x0 sur S.3



2.4 Le r�le de la onvexitéBien que le formalisme dérit dans la setion préédente soit fort utile pour modéliser et ré-soudre divers types de problèmes, il est limité aux ontraintes a�nes. Or on déborde largementde e adre dans les appliations. Il su�t pour s'en onvainre de onsidérer quelques ontraintesélémentaires : positivité, bornes pontuelles sur l'amplitude, borne supérieure sur l'énergie dansune bande de fréquenes donnée, borne supérieure sur la distane à des signaux de référene,borne inférieure sur l'entropie, et. [13, 14, 15, 46, 48, 52℄. Il s'agit là de ontraintes non-a�nesmais onvexes ! Reste à surmonter l'obstale numérique : sait-on résoudre (1) dans le as de monvexes fermés ?Il est lair que les projeteurs a�ne possèdent des propriétés bien plus fortes que elles des pro-jeteurs onvexes : les premiers sont aratérisés par une équation variationnelle et les seondsseulement par une inéquation variationnelle. Comme le montre Bregman en 1965, es propriétéssu�sent néanmoins à garantir la onvergene faible de toute suite générée par (6) vers un élé-ment de S si elui-i est non vide [11℄. Toutefois, il semble que e résultat ne se soit propagé quetrès lentement puisque e n'est qu'au début des années quatre-vingt qu'il a �nalement atteintla ommunauté du signal. Youla le di�usa par le biais de son artile [52℄ et l'algorithme (6) futbaptisé �POCS� (Projetions Onto Convex Sets). Ce travail eu un retentissement immédiat etfut le point de départ d'une intense ativité [14, 15, 46, 47℄.L'approhe ensembliste a onnu un essor remarquable au ours de la période 1982-1995 en se re-posant presque exlusivement sur la méthode POCS. Cet algorithme présente ependant plusieursinonvénients :� Il diverge ou donne des solutions très médiores lorsque les ontraintes sont inompatibles.� Sa onvergene peut être arbitrairement lente.� Il ne peut traiter qu'une seule ontrainte par itération. Il n'est don pas aisé de le mettre en÷uvre sur une arhiteture à proesseurs parallèles.� Il n'est appliable qu'à un nombre �ni de ontraintes.� Il néessite le alul de projetions exates. Ces problèmes auxiliaires sont souvent oûteuxnumériquement.Il était don important de onevoir des algorithmes plus performants, à même de s'a�ranhirdes limitations onstatées i-dessus. Un pas important dans ette diretion fut aompli olle-tivement il y a quelques années (1995-1999) par plusieurs herheurs en utilisant des notionsd'analyse onvexe plus sophistiquées que elles sur lesquelles repose POCS [6, 16, 17, 19, 26℄.On trouvera les derniers développements et l'état de l'art dans [5℄ and [18℄. Soulignons que eregain d'ativité sur les problèmes d'admissibilité onvexe a été motivé en grande partie par lesappliations au traitement du signal et de l'image.Il n'est pas possible de dérire en détail es développement ii et nous nous ontenterons donde donner la forme de l'algorithme le plus général. Celui-i est dérit par les itérations [18℄
(∀n ∈ N) xn+1 = xn + λn

(
∑

i∈In

ωi,n

(
Ti,nxn + ei,n

)
− xn

)
, (7)où In est un sous-ensemble �ni de I (e dernier étant dénombrable), (ωi,n)i∈In un système depoids positifs tels que ∑i∈In

ωi,n = 1, Ti,n un opérateur dont l'ensemble des points �xes est Si,
ei,n une tolérane numérique sur le alul de Ti,nxn et λn un paramètre de relaxation à valeurdans ]0, 2Ln[, où Ln ≥ 1 dépend de (ωi,n)i∈In , (Ti,n)i∈In et xn. On retrouve la on�guration del'algorithme POCS (6) pour In = {n (modulo m) + 1} (d'où ωi,n = 1), Ti,n = Pi, ei,n = 0 et
λn = 1. 4



2.5 Convergene faible versus onvergene forteEn règle générale, en passant des problèmes a�nes (Setion 2.3 � �le monde des égalités�) auxproblèmes onvexes (Setion 2.4 � �le monde des inégalités�), on onstate une détérioration dela qualité de la onvergene : onvergene forte (vers la projetion sur l'ensemble des signauxadmissibles S du point initial x0) versus onvergene faible (vers un signal non spéi�é dans S).Cette détérioration n'est pas anodine puisque nombre de problèmes se posent naturellement endimension in�nie. En traitement optique du signal, il n'y a pas de disrétisation et les aluls sefont diretement dans le domaine analogique par le biais de divers montages optiques [25, 49℄.Dans e ontexte, la onvergene forte d'une suite (xn)n≥0 vers un signal x traduit une pro-priété physique fondamentale : l'énergie des erreurs (‖xn − x‖2)n≥0 tend vers 0. Par ontre, dumême point de vue énergétique, une suite (xn)n≥0 peut onverger faiblement vers un signal xsans que les itérations apportent la moindre amélioration puisque la suite des énergies résiduelles
(‖xn − x‖2)n≥0 peut être onstante. Notons aussi que la onvergene forte demeure pertinentequand les signaux sont disrétisés sur un support borné et transposés en dimension �nie dans RNen vue d'un traitement sur ordinateur onventionnel. En e�et, la onvergene forte du shémaen dimension in�nie est souvent garante d'un meilleur omportement numérique lorsqu'il estimplanté en dimension �nie [8℄.Sous ertaines hypothèses de régularité des ontraintes, la onvergene (a priori faible) de (7)peut en fait être forte [6, 17, 18, 26℄. Cependant es onditions ne sont remplies que dans des astrès partiuliers. On peut ependant ontourner ette di�ulté : il a été montré dans [8℄ qu'unemodi�ation mineure de (7) où ei,n ≡ 0 produit un algorithme fortement onvergent (vers laprojetion sur S du point initial x0) sans qu'auune hypothèse supplémentaire ne soit requise.Cei permet de travailler ave des ontraintes onvexes tout en obtenant la même qualité deonvergene que dans le as a�ne. Nous renvoyons le leteur à [8, 18℄ pour les détails.2.6 De l'admissibilité à l'optimalitéDans l'approhe ensembliste tout signal admissible est une solution aeptable. Dans ertainsproblèmes il peut être souhaitable de séletionner un signal admissible qui minimise une ertainefontion onvexe s..i f : H → ]−∞,+∞]. Par exemple, dans l'espae des signaux analogiques
H = H1(Ω) dé�nis sur un ouvert Ω ⊂ R

M , la fontion
f : x 7→

∫

Ω
ϕ
(
t, x(t),∇x(t)

)
dt, (8)regroupe plusieurs ritères de séletion usuels (quadratiques, entropiques, informationnels, �sh-eriens, et). Le problème est alors deTrouver x ∈ S =

⋂

i∈I

Si tel que f(x) = inf f(S). (9)Cette situation se présente notamment quand l'ensemble des solutions admissibles est de la forme
S′ = S ∩

{
z ∈ H | f(z) ≤ η}, où la valeur de η est inertaine (η peut par exemple être issu demesures bruitées, de onnaissanes a priori impréises, et.). Dans e as on obtiendra un signaldans S′ en minimisant f sur S. Dans d'autres as, le hoix de f sera guidé par des onsidérationsplus subjetives.Un outil très puissant en optimisation onvexe est le prinipe de dualité qui assoie au problème�primal� (9) un problème de maximisation �dual� qui lui est équivalent sous ertaines onditions[4, 22, 43℄. Ce prinipe est d'un intérêt pratique immédiat lorsque l'on peut aisément obtenir dessolutions duales et ensuite remonter aux solutions primales. On en trouvera des appliations enrestauration et en reonstrution de signaux dans [3, 10, 27, 28, 38℄.5



2.7 Distanes de BregmanSoit f : H → ]−∞,+∞] une fontion onvexe et di�érentiable au sens de Gâteaux sur l'intérieurde son domaine D. Alors la �distane� de Bregman assoiée à f est dé�nie par
D : H2 → [0,+∞] : (x, y) 7→

{
f(x)− f(y)− 〈x− y | ∇f(y)〉 si y ∈ intD
+∞ sinon. (10)La quantité D(x, y) est une mesure de la dissemblane entre deux objets x et y ontr�lée parla fontion f . Par exemple, si f = ‖ · ‖2/2, on retrouve la notion métrique usuelle D(x, y) =

‖x−y‖2/2 ; dans H = R
N , si f est la négentropie de Shannon, i.e., ave la onvention 0 · ln 0 = 0,

f : x =
(
x(i)
)
1≤i≤N

7→

{∑N
i=1 x

(i) lnx(i) si min1≤i≤N x(i) ≥ 0

+∞ sinon, (11)alors on obtient la divergene de Kullbak-Leibler entre x et y,
D(x, y) =





∑N
i=1 x

(i) ln
(
x(i)/y(i)

)
−
∑N

i=1 x
(i) +

∑N
i=1 y

(i) si {min1≤i≤N x(i) ≥ 0

min1≤i≤N y(i) > 0,

+∞ sinon. (12)On peut dé�nir plusieurs opérateurs à partir des distanes de Bregman et étendre ainsi desalgorithmes initialement onçus pour la distane usuelle [7, 13℄. Cette approhe s'est avérée trèsutile à la modélisation et à la résolution de ertains problèmes de traitement du signal [13℄. Ainsi,une projetion de Bregman de y ∈ intD sur un onvexe fermé Si ⊂ H tel que D ∩ Si 6= ∅ est unpoint x ∈ D ∩ Si tel que D(x, y) = infD(Si, y) < +∞. Il est également possible de dé�nir uneprojetion rétrograde en inversant l'ordre des variables x et y. Ave de telles projetions on peutpar exemple mettre l'algorithme EM (expetation-maximization) sous la forme (4) [9℄.3 Déomposition et analyse de signauxUn des onepts les plus fondamentaux en théorie du signal est elui de déomposition d'unsignal x sous la forme
x = x⊕ + x⊖, (13)où x⊕ possède une ertaine propriété et le signal résiduel x⊖ possède la propriété duale. Le hoixde la déomposition ainsi que l'interprétation et l'utilisation des omposantes x⊕ et x⊖ dépendentde l'appliation, e.g., modélisation, détetion, lassi�ation, �ltrage inverse, ompression, et.3.1 Déomposition suivant deux sous-espaes orthogonauxL'outil lassique de déomposition linéaire d'un signal est le projeteur relatif à un s.e.v. ferméM ,qui donne x⊕ = PMx et x⊖ = PM⊥x dans (13). Par exemple la déomposition d'un signal x ∈ L2en une omposante basses-fréquenes x⊕ et une omposante hautes-fréquenes x⊖ s'obtient enutilisant le s.e.v. M dé�ni dans (5). Notons aussi que les analyses en ondelettes [29, 30℄ sontbasées sur de telles déompositions. Ce type de déomposition linéaire ontr�lée par un s.e.v. a uneportée limitée en théorie du signal. Dans la setion suivante, nous l'étendons à des déompositionsnon-linéaires ontr�lées par des opérateurs monotones.
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3.2 Autour du prinipe de déomposition de MoreauSoit A : H → 2H un opérateur multivoque et A−1 son inverse. On rappelle que, pour un paramètre
γ > 0, JA

γ = (Id+γA)−1 est la résolvante de A et Aγ = (Id−JA
γ )/γ son approximation de Yosida.Comme point de départ, observons que ette approximation peut se mettre sous la forme

Aγ = JA−1

1/γ ◦ (Id /γ). (14)Supposons à présent que A (et don A−1) soit maximal monotone. Alors, par le théorème deMinty, les résolvantes JA
γ et JA−1

1/γ sont monovoques et dé�nies sur tout H. Au vu de (14), on endéduit que tout x ∈ H s'érit
x = x⊕ + x⊖, où x⊕ = JA

γ x et x⊖ = γJA−1

1/γ (x/γ). (15)Nous obtenons ainsi une tehnique versatile de déomposition non-linéaire d'un signal ontr�léepar un opérateur multivoque maximal monotone.Prenons par exemple une fontion onvexe propre et s..i. f : H → ]−∞,+∞] et γ > 0. Alorspour tout x ∈ H la fontion y 7→ f(y) + ‖y − x‖2/(2γ) admet un minimiseur unique sur H quel'on note suivant Moreau [33℄ proxfγ x. L'opérateur ainsi dé�ni peut s'érire proxfγ = J∂f
γ , où ∂fest le sous-di�érentiel de f . Puisque ∂f est maximal monotone et admet ∂f∗ omme inverse, où

f∗ est la onjuguée de Legendre-Fenhel de f , la déomposition (15) nous donne
x = x⊕ + x⊖, où x⊕ = proxfγ x et x⊖ = γ proxf

∗

1/γ(x/γ). (16)C'est préisément (pour γ = 1) le prinipe de déomposition de Moreau [33, 34℄. On obtient iiune déomposition de signaux paramétrée par une fontion. Pour �xer les idées, prenons pour
f la distane dS à un onvexe fermé S représentant une ontrainte donnée. Alors, PS étant leprojeteur relatif à S,

proxfγ x =




x+

γ

dS(x)
(PSx− x) si dS(x) > γ

PSx si dS(x) ≤ γ.
(17)Don x⊕ est la projetion du signal x sur S si x est su�samment prohe de S et une proje-tion adaptativement sous-relaxée si x est loin de S. Ii, le seuil de proximité γ sera déterminéen fontion de la préision de la ontrainte. Pour S = {0}, f = ‖ · ‖ et on est ramené à untype de seuillage ourant en détetion, γ étant lié au niveau de bruit. Dans le même ordred'idée, si f est la norme BV, alors x⊕ orrespond au �ltrage par minimisation de la variationtotale régularisée de [44℄. Cei a été noté dans [31℄, où l'on trouvera une analyse très originalede ette méthode et de problèmes onnexes. Le lien entre la régularisation de Moreau-Yosida defontions non-di�érentiables et le seuillage doux est abordé dans un adre plus restreint dans [37℄.Si f est l'indiatrie ιS d'un onvexe fermé S (elle prend valeur 0 sur S et +∞ sur ∁S), alors

proxfγ = PS . Un sénario partiulièrement intéressant est elui où S est un �ne onvexe fermé
K. Ce type de ontrainte est fréquent dans les appliations en traitement du signal : holographie(signaux dont la phase de Fourier est onnue), imagerie ou spetrosopie (signaux positifs),prédition (la fontion d'auto-orrélation d'un signal a une transformée de Fourier positive), et.Dans e ontexte, f∗ = ιK⊖ , où K⊖ est le �ne polaire de K, et (16) entraîne x⊕ = PKx,
x⊖ = PK⊖x, et x⊕ ⊥ x⊖ : il s'agit de la déomposition polaire de Moreau [32℄, qui se réduit à ladéomposition lassique de la Setion 3.1 quand K est un s.e.v.7



3.3 Analyse hiérarhisée non-linéaireL'analyse hiérarhisée d'un signal x ∈ H onsiste à produire une suite (xj)j∈Z d'approximationsmonotones en un sens donné. Dans l'analyse multi-résolution lassique [29℄, le passage de j à
j +1 traduit une perte d'information progressive dans les détails �ns. Cette transition s'artiuleautour d'une déomposition suivant deux espaes orthogonaux. On se donne une suite dérois-sante de s.e.v. fermés (Mj)j∈Z possédant ertaines propriétés et on dé�nit l'approximation auniveau j par xj = Pjx, où Pj est le projeteur relatif à Mj . Notons dj+1 = xj − xj+1 le signaldes détails perdus lors de e hangement de résolution. Alors, grâe aux propriétés des pro-jeteurs linéaires, xj = xj+1 + dj+1 donne une déomposition suivant Mj et son omplémentaireorthogonal. Ce type d'analyse linéaire a l'inonvénient de produire un gommage uniforme desdétails qui ne préserve pas ertains attributs tels que les ontours et autres strutures transitoires.L'analyse onvexe ouvre une voie pour onstruire une analyse hiérarhisée non-linéaire. La dis-ussion i-dessus suggère d'utiliser (15) omme règle de déomposition. On se donne ainsi unesuite d'opérateurs maximaux monotones onvenables (Aj)j∈Z et à la résolution j on obtient (ave
γj = 1 pour simpli�er les notations)

xj = xj+1 + dj+1, où xj+1 = JAjxj et dj+1 = JA−1

j xj. (18)Nous détaillerons les propriétés de e type d'analyse lors de l'exposé oral et notons seulement iiles deux as partiuliers suivants :� Soit (fj)j∈Z une suite roissante de fontions onvexes s..i. propres de H dans ]−∞,+∞] et,pour tout j ∈ Z, soit Aj le sous-di�érentiel de fj . Alors au niveau j, xj = proxfj x et, sousdes hypothèses onvenables, la déomposition (18) a lieu. On peut aussi dé�nir un proessusdual basé sur les fontions onjuguées (f∗
j )j∈Z en posant x∗j = proxf

∗
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