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Résumé. La méthode du gradient proximé est un algorithme d’éclatement pour la minimi-
sation de la somme de deux fonctions convexes, dont l’une est lisse. Elle trouve des applica-
tions dans des domaines tels que la mécanique, le traitement du signal, les problèmes inverses,
l’apprentissage automatique, la reconstruction d’images, les inéquations variationnelles, les statis-
tiques, la recherche opérationnelle et le transport optimal. Son formalisme englobe une grande
variété de méthodes numériques en optimisation, telles que la descente de gradient, le gradi-
ent projeté, la méthode de seuillage itératif, la méthode des projections alternées, la méthode de
Landweber contrainte, ainsi que divers algorithmes en statistique et en analyse parcimonieuse
de données. Cette synthèse vise à donner un aperçu des principales propriétés de la méthode du
gradient proximé et d’aborder certaines de ses applications.

Abstract. The proximal gradient method is a splitting algorithm for the minimization of the sum
of two convex functions, one of which is smooth. It has applications in areas such as mechan-
ics, inverse problems, machine learning, image reconstruction, variational inequalities, statistics,
operations research, and optimal transportation. Its formalism encompasses a wide variety of nu-
merical methods in optimization such as gradient descent, projected gradient, iterative threshold-
ing, alternating projections, the constrained Landweber method, as well as various algorithms in
statistics and sparse data analysis. This paper aims at providing an account of the main properties
of the proximal gradient method and to discuss some of its applications.

∗P. L. Combettes. Courriel : plc@math.ncsu.edu . Téléphone : +1 919 515 2671. Ce travail a été subventionné par le contrat
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§1. Introduction

Notations. H , G et G: désignent des espaces euclidiens, à savoir des espaces hilbertiens réels de
dimension finie. On note 〈· | ·〉 leur produit scalaire et ‖ · ‖ la norme associée. Une fonction 5 : H →

]−∞, +∞] est propre si dom 5 =
{
G ∈ H | 5 (G) < +∞

}
≠ ∅. La classe des fonctions semicontinues

inférieurement, convexes et propres deH dans ]−∞, +∞] se note �0 (H). Enfin, ir� désigne l’intérieur
relatif d’une partie convexe� ⊂ H , i.e., l’intérieur de� en tant que sous-ensemble du plus petit espace
affine qui contient �.

Le thème central de cet article est le problème de minimisation convexe suivant, qui sous-tend
une multitude de formulations variationnelles en mathématiques appliquées et dans les sciences de
l’ingénieur.

Problème 1. Soient V ∈ ]0, +∞[, 5 ∈ �0 (H) et 6 : H → R une fonction convexe différentiable dont
le gradient ∇6 est V-lipschitzien. L’objectif est de

minimiser
G∈H

5 (G) + 6(G) (1)

sous l’hypothèse que l’ensemble des solutions Argmin( 5 + 6) est non vide.

La méthode du gradient proximé s’inscrit dans la classe des méthodes d’éclatement, qui visent
à décomposer un problème en composantes élémentaires faciles à activer individuellement dans un
algorithme [16, 26]. Dans le cas du Problème 1, il s’agit d’activer la fonction 5 via son opérateur de
proximité et la fonction 6, qui est lisse, via son gradient. Ainsi, la méthode du gradient proximé alterne
un pas de gradient sur 6 et un pas proximal sur 5 .

On fournit dans la Section 2 quelques résultats essentiels sur les fonctions convexes. La méthode
du gradient proximé est décrite dans la Section 3, qui couvre également ses propriétés asymptotiques
essentielles. Diverses applications de la méthode sont décrites dans la Section 4. La Section 5 sur la
version duale de la méthode du gradient proximé et la Section 6 sur sa version multivariée, ouvrent
de nouveaux champs d’application. On récapitule dans la Section 7 les points principaux de cette
synthèse.

§2. Cadre mathématique

Les résultats suivants concernent l’opérateur de proximité de Moreau [30, 32], un outil essentiel en
analyse convexe non lisse.

Lemme 1. Soient 5 ∈ �0 (H) et G ∈ H . Posons

k : H → ]−∞, +∞] : ~ ↦→ 5 (~) +
1

2
‖G − ~‖2. (2)

Alors k admet un minimiseur unique noté prox5 G et appelé le point proximal de G relativement à 5 . Il

est caractérisé comme suit :

(∀? ∈ H)
[
? = prox5 G ⇔ (∀~ ∈ H) 〈~ − ? | G − ?〉 + 5 (?) 6 5 (~)

]
. (3)

On appelle prox5 l’opérateur de proximité de 5 .

Démonstration. L’existence et l’unicité de prox5 G est établie dans [32, Proposition 3.a] et la caractéri-
sation dans [9, Proposition 12.26].
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Exemple 1 (projection sur un convexe). Soient� une partie convexe fermée non vide deH , ]� la
fonction indicatrice de �, i.e.,

(∀~ ∈ H) ]� (~) =

{
0, si ~ ∈ �;

+∞, si ~ ∉ �,
(4)

et G ∈ H . Alors ]� ∈ �0 (H) et nous déduisons du Lemme 1 qu’il existe un unique point dans �, noté
proj� G et appelé la projection de G sur �, qui minimise la fonction X : ~ ↦→ ‖G −~‖ sur �. Ce point est
caractérisé comme suit :

(∀? ∈ H)

[

? = proj� G ⇔

{
? ∈ �

(∀~ ∈ �) 〈~ − ? | G − ?〉 6 0.

]

(5)

On appelle prox]� = proj� l’opérateur de projection sur �.

Lemme 2 ([9, Proposition 12.28]). Soit 5 ∈ �0 (H). Alors prox5 est une contraction ferme, i.e.,

(∀G ∈ H)(∀~ ∈ H) ‖ prox5 G − prox5 ~‖
2 + ‖(G − prox5 G) − (~ − prox5 ~)‖

2
6 ‖G − ~‖2, (6)

et donc un opérateur 1-lipschitzien.

Rappelons enfin quelques propriétés des fonctions convexes différentiables. Tout d’abord, on dit
qu’une fonction convexe 6 : H → R est différentiable en G ∈ H s’il existe un vecteur ∇6(G) ∈ H ,
appelé le gradient de 6 en G , tel que

(∀~ ∈ H) lim
0<U↓0

6(G + U~) − 6(G)

U
= 〈~ | ∇6(G)〉. (7)

Lemme 3. Soient V ∈ ]0, +∞[, 6 : H → R une fonction convexe différentiable, G ∈ H , ~ ∈ H et I ∈ H .

Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) 6(G) 6 6(~) − 〈~ − G | ∇6(G)〉.

(ii) Supposons que ∇6 soit V-lipschitzien. Alors les inégalités suivantes ont lieu :

(a) 6(I) − 〈I − G | ∇6(G)〉 − (V/2)‖I − G ‖2 6 6(G).

(b) 〈G − ~ | ∇6(G) − ∇6(~)〉 > ‖∇6(G) − ∇6(~)‖2/V .

(c) 6(I) 6 6(~) + 〈I − ~ | ∇6(G)〉 + (V/2)‖G − I‖2.

Démonstration. (i): [9, Proposition 17.7(ii)].
(ii)(a): Ce résultat classique est connu sous le nom de « lemme de descente » [9, Lemma 2.64(i)].
(ii)(b): Il s’agit du « lemme de Baillon–Haddad » [8]; cf. [9, Corollary 18.17].
(ii)(c): Combiner (i) et (ii)(a).

§3. La méthode

La méthode du gradient proximé est suggérée par la propriété de point fixe suivante qui caractérise
les solutions du Problème 1.

Proposition 1 ([20, Proposition 3.1(iii)]). Dans le contexte du Problème 1, soit W ∈ ]0, +∞[ et posons

) = proxW 5 ◦(Id − W∇6). Alors

Argmin( 5 + 6) =
{
G ∈ H | )G = G

}
. (8)
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Remarque 1. On suppose dans le Problème 1 l’existence de solutions. Une condition suffisante pour
que Argmin( 5 + 6) ≠ ∅ est que 5 (G) + 6(G) → +∞ quand ‖G ‖ → +∞ [9, Proposition 11.15(i)].

Sur la base de la Proposition 1, le principe de l’algorithme est de chercher un point fixe par itéra-
tions successives en alternant un pas de gradient et un pas proximal. Les propriétés asymptotiques
de ce schéma ont été établies sous diverses hypothèses dans [19, 20, 29, 36]. Le théorème suivant
regroupe les résultats principaux, dont nous donnons une démonstration élémentaire.

Théorème 1. Dans le contexte du Problème 1, fixons G0 ∈ dom 5 , Y ∈
]
0, V−1

[
et une suite (W=)=∈N dans[

Y, 2V−1 − Y
]
. On itère

pour = = 0, 1, . . .⌊
~= = G= − W=∇6(G=) (un pas de gradient)
G=+1 = proxW= 5 ~= (un pas proximal).

(9)

Alors les propriétés suivantes sont satisfaites, où ` = minG∈H ( 5 (G) + 6(G)) désigne la valeur optimale :

(i) Convergence du gradient : Soit G une solution du Problème 1. Alors ∇6(G=) → ∇6(G) avec∑
=∈N ‖∇6(G=) − ∇6(G)‖2 < +∞.

(ii) Convergence monotone en valeur : 5 (G=) + 6(G=) ↓ ` avec
∑

=∈N ( 5 (G=) + 6(G=) − `) < +∞.

(iii) Convergence de itérées : La suite (G=)=∈N converge vers une solution du Problème 1.

Démonstration. Posons i = 5 + 6 et prenons ~ ∈ H . Pour tout = ∈ N, puisque G=+1 = proxW= 5 ~= , le

Lemme 1 donne W−1= 〈~ − G=+1 |~= − G=+1〉 + 5 (G=+1) 6 5 (~), d’où

(∀= ∈ N) 5 (G=+1) 6 5 (~) + 〈G=+1 − ~ | W−1= (G= − G=+1) − ∇6(G=)〉. (10)

En outre, en vertu du Lemme 3(ii)(c),

(∀= ∈ N) 6(G=+1) 6 6(~) + 〈G=+1 − ~ | ∇6(G=)〉 +
V

2
‖G=+1 − G= ‖

2. (11)

En additionnant (10) et (11) terme à terme, on obtient

(∀= ∈ N) i (G=+1) 6 i (~) +
1

W=
〈G=+1 − ~ | G= − G=+1〉 +

V

2
‖G=+1 − G= ‖

2 (12)

= i (~) +
1

2W=

(
‖G= − ~‖2 − ‖G=+1 − ~‖2

)
−
1

2

(
1

W=
− V

)
‖G=+1 − G= ‖

2. (13)

Par ailleurs, en invoquant la Proposition 1 et les Lemmes 2 et 3(ii)(b), on voit que, pour tout G ∈

Argmini et tout = ∈ N,

‖G=+1 − G ‖2 =


proxW= 5

(
G= − W=∇6(G=)

)
− proxW= 5

(
G − W=∇6(G)

)

2
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(G= − G) − W=
(
∇6(G=) − ∇6(G)

)

2

= ‖G= − G ‖2 − 2W= 〈G= − G | ∇6(G=) − ∇6(G)〉 + W2= ‖∇6(G=) − ∇6(G)‖2

6 ‖G= − G ‖2 − 2V−1W= ‖∇6(G=) − ∇6(G)‖2 + W2= ‖∇6(G=) − ∇6(G)‖2

= ‖G= − G ‖2 − W= (2V
−1 − W=)‖∇6(G=) − ∇6(G)‖2

6 ‖G= − G ‖2 − Y2‖∇6(G=) − ∇6(G)‖2. (14)
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(i): On déduit de (14) que

(∀# ∈ N) Y2
#∑

==0

‖∇6(G=) − ∇6(G)‖2 6 ‖G0 − G ‖2 − ‖G#+1 − G ‖2 6 ‖G0 − G ‖2. (15)

On fait alors tendre # vers +∞ pour obtenir l’assertion.
(ii): En prenant ~ = G= dans (12), on constate que

(∀= ∈ N) i (G=+1) 6 i (G=) −

(
1

W=
−
V

2

)
‖G=+1 − G= ‖

2
6 i (G=) −

YV2

4
‖G=+1 − G= ‖

2 (16)

et donc que

(∀# ∈ N)
YV2

4

#∑

==0

‖G=+1 − G= ‖
2
6 i (G0) − i (G#+1) 6 i (G0) − `. (17)

Il s’ensuit en faisant tendre # vers +∞ que

∑

=∈N

‖G=+1 − G= ‖
2
6

4
(
i (G0) − `

)

YV2
< +∞. (18)

Par ailleurs, en prenant ~ ∈ Argmini dans (13), on déduit de (14) que, pour tout = ∈ N,

0 6 i (G=+1) − `

6
1

2W=

(
‖G= − ~‖2 − ‖G=+1 − ~‖2

)
−
1

2

(
1

W=
− V

)
‖G=+1 − G= ‖

2

6




1

2Y

(
‖G= − ~‖2 − ‖G=+1 − ~‖2

)
, si W= 6

1

V
;

1

2Y

(
‖G= − ~‖2 − ‖G=+1 − ~‖2

)
+
V

2
‖G=+1 − G= ‖

2, si W= >

1

V
.

(19)

En observant que
∑

=∈N (‖G= − ~‖2 − ‖G=+1 − ~‖2) 6 ‖G0 − ~‖2 < +∞ et en faisant appel à (18), on
obtient

∑
=∈N (i (G=) − `) < +∞. Par suite, (16) garantit que i (G=) ↓ `.

(iii): D’après (14), (G=)=∈N est bornée. On peut donc en extraire une sous-suite convergente, disons
G:= → G . Notons que la semicontinuité inférieure de 5 et la continuité de 6 entraînent la semiconti-
nuité inférieure de i . On tire ainsi de (ii) que ` 6 i (G) 6 limi (G:= ) = `, d’où G ∈ Argmini . Puisque,
d’après (14), (‖G= − G ‖)=∈N décroît, on conclut que G= → G .

Remarque 2.

(i) Si 5 = 0, alors (9) se réduit à l’algorithme de descente de gradient G=+1 = G= − W=∇6(G=).

(ii) Si 6 = 0, alors (9) se réduit à l’algorithme du point proximal G=+1 = proxW= 5 G= .

(iii) Les conclusions du Théorème 1 demeurent valides en présence de perturbations affectant les
opérateurs proxW= 5 et ∇6 dans (9) et dans des espaces de Hilbert généraux, la convergence dans
(iii) étant alors comprise au sens de la topologie faible [19].

(iv) Le Théorème 1 fournit à la fois un taux de convergence sur les valeurs dans (ii), puisqu’on en
déduit aisément que 5 (G=) + 6(G=) − ` = > (1/=) [19], et la convergence des itérées dans (iii).
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(v) Une version inertielle de la méthode du gradient proximé a été proposée dans [10] sous la forme

pour = = 0, 1, . . .


~= = I= − V−1∇6(I=)

G=+1 = proxV−1 5 ~=

C=+1 =
1 +

√
4C2= + 1

2

_= = 1 +
C= − 1

C=+1

I=+1 = G= + _= (G=+1 − G=).

(20)

Cet algorithme atteint un taux 5 (G=) + 6(G=) − ` = $ (1/=2) sur les valeurs, mais sans garantie
de convergence des itérées (G=)=∈N, et il nécessite en outre le stockage d’une variable supplé-
mentaire. Une variante qui garantit la convergence des itérées avec un taux similaire sur les
valeurs est analysée dans [12]. On pourra également consulter [4, 18] sur ce sujet.

Un cas particulier du Problème 1 est celui de la minimisation d’une fonction lisse sous contrainte.
Cela revient à choisir comme fonction 5 l’indicatrice de l’ensemble des contraintes.

Problème 2. Soient V ∈ ]0, +∞[, � une partie convexe fermée non vide de H et 6 : H → R une
fonction convexe différentiable de gradient V-lipschitzien. L’objectif est de

minimiser
G∈�

6(G) (21)

sous l’hypothèse qu’une solution existe.

Au vu de l’Exemple 1, on obtient alors la méthode du gradient projeté.

Corollaire 1. Dans le contexte du Problème 2, fixons G0 ∈ � , Y ∈
]
0, V−1

[
et une suite (W=)=∈N dans[

Y, 2V−1 − Y
]
. Itérons

pour = = 0, 1, . . .⌊
~= = G= − W=∇6(G=) (un pas de gradient)
G=+1 = proj� ~= (un pas de projection).

(22)

Alors les propriétés suivantes sont satisfaites, où ` = minG∈� 6(G) désigne la valeur optimale :

(i) Soit G une solution du Problème 2. Alors ∇6(G=) → ∇6(G) avec
∑

=∈N ‖∇6(G=) − ∇6(G)‖2 < +∞.

(ii) 6(G=) ↓ ` avec
∑

=∈N (6(G=) − `) < +∞.

(iii) La suite (G=)=∈N converge vers une solution du Problème 2.

§4. Applications

4.1. Modèle général avec enveloppes de Moreau

Cette section s’articule autour de la notion suivante due à Moreau [31].

Définition 1. Soient ℎ ∈ �0 (H) et d ∈ ]0, +∞[. Alors

dℎ : H → R : G ↦→ inf
~∈H

(
ℎ(~) +

1

2d
‖G − ~‖2

)
(23)

est l’enveloppe de Moreau de ℎ de paramètre d .
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Lemme 4. Soientℎ ∈ �0 (H) et d ∈ ]0, +∞[. Posons6 =
dℎ. Alors les propriétés suivantes sont satisfaites:

(i) 6 : H → R est convexe et différentiable, avec ∇6 = (Id − proxdℎ)/d .

(ii) Argmin dℎ = Argminℎ.

Démonstration. (i): [9, Proposition 12.30] ou [31].
(ii): Soit G ∈ H . Alors, d’après (i) et la Proposition 1 (appliquée avec 6 = 0), G ∈ Argmin dℎ ⇔

∇ dℎ(G) = 0⇔ G = proxdℎ G ⇔ G ∈ Argminℎ.

Exemple 2 (distance à un convexe). Soient� une partie convexe fermée non vide deH et3� : G ↦→

inf~∈� ‖G−~‖ sa fonction distance. Alors on déduit de (23) que 1]� : H → R : G ↦→ inf~∈� ‖G−~‖2/2 =
32� (G)/2 et du Lemme 4(i) que ∇32�/2 = Id − proj� .

Nous présentons à présent notre corollaire principal du Théorème 1(iii). Ce type de formulation
a été proposé en théorie du signal [20].

Corollaire 2. Soit 5 ∈ �0 (H) et, pour tout : ∈ {1, . . . , ?}, soient ℎ: ∈ �0 (G:), !: : H → G: un

opérateur linéaire non nul, l: ∈ ]0, +∞[ et d: ∈ ]0, +∞[. L’objectif est de

minimiser
G∈H

5 (G) +

?∑

:=1

l:

(d:ℎ:
)
(!:G), (24)

sous l’hypothèse qu’une solution existe. Fixons

G0 ∈ H , Y ∈
]
0, V−1

[
et une suite (W=)=∈N dans

[
Y, 2V−1 − Y

]
, où V =

?∑

:=1

l: ‖!: ‖
2

d:
, (25)

et itérons

pour = = 0, 1, . . .


pour : = 1, . . . , ?⌊
I=,: =

l:

d:
!∗
:

(
!:G= − proxd:ℎ: (!:G=)

)

~= = G= − W=

?∑

:=1

I=,:

G=+1 = proxW= 5 ~= .

(26)

Alors (G=)=∈N converge vers une solution de (24).

Démonstration. Posons 6 =
∑?

:=1 l:

(d:ℎ:
)
◦ !: . Alors on déduit du Lemme 4(i) que 6 est convexe et

différentiable avec

∇6 : G ↦→

?∑

:=1

l:!
∗
: ◦ ∇

(d:ℎ:
)
◦ !: =

?∑

:=1

l:

d:
!∗: ◦ (Id − proxd:ℎ: ) ◦ !: . (27)

Puisque le Lemme 2 garantit que les opérateurs (Id − proxd:ℎ: )16:6? sont 1-lipschitziens, ∇6 est V-
lipschitzien. Nous constatons ainsi que (24) est un cas particulier de (1) et que (26) est un cas particulier
de (9). La conclusion découle donc du Théorème 1(iii).
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4.2. Cas particuliers

Nous décrivons plusieurs applications du Corollaire 2, dont nous adoptons les notations et les hy-
pothèses.

Exemple 3. On considère le problème de minimisation conjoint

trouver G ∈ Argmin 5 tel que (∀: ∈ {1, . . . , ?}) !:G ∈ Argminℎ: . (28)

On peut interpréter (24) comme une relaxation de ce problème au sens où, si (24) admet des solutions,
alors elles coïncident avec celles de (28) (cf. Lemme 4(ii)) tandis que, si (24) n’admet pas de solution,
alors (28) fournit des solutions généralisées [16, Section 8.4.2]. En particulier, l’algorithme (26) résout
(28) si ce dernier admet une solution.

Exemple 4. Dans l’Exemple 3, supposons que

5 = ]� et (∀: ∈ {1, . . . , ?}) ℎ: = ]�:
et d: = 1, (29)

où � ⊂ H et, pour chaque : ∈ {1 . . . , ?}, �: ⊂ G: sont des ensembles convexes fermés et non vides.
Alors (28) se réduit au problème d’admissibilité convexe

trouver G ∈ � tel que (∀: ∈ {1, . . . , ?}) !:G ∈ �: , (30)

tandis que, compte tenu de l’Exemple 2, (24) prend la forme du problème aux moindres carrés con-
traints

minimiser
G∈�

?∑

:=1

l:3
2
�:

(!:G). (31)

Dans ce scénario, en invoquant l’Exemple 1, on voit que (26) se réécrit sous la forme

pour = = 0, 1, . . .


pour : = 1, . . . , ?⌊
I=,: = l:!

∗
:

(
!:G= − proj�:

(!:G=)
)

~= = G= − W=

?∑

:=1

I=,:

G=+1 = proj� ~=,

(32)

où

G0 ∈ H , Y ∈
]
0, V−1

[
et (W=)=∈N est une suite dans

[
Y, 2V−1 − Y

]
, avec V =

?∑

:=1

l: ‖!: ‖
2. (33)

Exemple 5 ([25]). Dans l’Exemple 4, prenons H = R
# , � = R

# et, pour chaque : ∈ {1, . . . , ?},
G: = R, !: : G ↦→ 0⊤

:
G , où 0: ∈ R# , l: = 1 et �: = {[: }, où [: ∈ R. Soit � ∈ R?×# la matrices dont

les lignes sont 0⊤1 , . . . ,0
⊤
? et posons ~ = ([: )16:6? . Alors (30) revient à résoudre le système linéaire

�G = ~ et (31) à minimiser la fonction quadratique G ↦→ ‖�G − ~‖2. Cette relaxation aux moindres
carrés d’un système linéaire remonte aux travaux de Legendre [25].
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Exemple 6. Soit d ∈ ]0, +∞[. Dans le Corollaire 2, supposons que 5 = 0 et que (∀: ∈ {1, . . . , ?})
G: = H , !: = Id, d: = d et l: = 1. Ce choix débouche sur le problème

minimiser
G∈H

?∑

:=1

(dℎ:
)
(G), (34)

qui apparaît en apprentissage fédéré [33]. Dans ce cas, en prenant W= ≡ d/? dans (26). on obtient la
méthode proximale barycentrique

pour = = 0, 1, . . .⌊

G=+1 =
1

?

?∑

:=1

proxdℎ: G= .
(35)

Exemple 7. Soient d ∈ ]0, +∞[ et ℎ ∈ �0 (H). Dans le Corollaire 2 supposons que ? = 1, G1 = H ,
!1 = Id, ℎ1 = ℎ, d1 = d et l1 = 1. Alors l’objectif est de

minimiser
G∈H

5 (G) +
(dℎ

)
(G). (36)

Dans ce cas, en prenant W= ≡ d dans (26), on obtient la méthode proximale alternée

pour = = 0, 1, . . .⌊
G=+1 = proxd5

(
proxdℎ G=

)
.

(37)

En particulier, supposons que d = 1, 5 = ]� et ℎ = ]� , où � et � sont des parties convexes fermées
non vides de H . Alors, en s’appuyant sur l’Exemple 2, on voit que (36) revient à minimiser sur � la
distance à � . Par ailleurs, au vu de l’Exemple 1, (37) donne lieu à la méthode des projections alternées
[15]

pour = = 0, 1, . . .⌊
G=+1 = proj�

(
proj� G=

)
.

(38)

Exemple 8. Soient 5 ∈ �0 (H), ℓ ∈ �0 (H), I ∈ H et d ∈ ]0, +∞[. Nous nous intéressons au problème
bivarié avec couplage quadratique

minimiser
G∈H ,F∈H

5 (G) + ℓ (F ) +
1

2d
‖G +F − I‖2, (39)

que l’on retrouve dans divers travaux [1, 2, 6, 20, 29]. Posons ℎ : ~ ↦→ ℓ (I−~), de sorte qu’en effectuant
le changement de variable ~ = I −F , (39) devient

minimiser
G∈H ,~∈H

5 (G) + ℎ(~) +
1

2d
‖G − ~‖2. (40)

Autrement dit, nous revenons au problème (36) par rapport à la variable G . On applique l’algorithme
(37) en notant que proxdℎ : G ↦→ I − proxdℓ (I − G) [9, Proposition 24.8], ce qui nous donne

pour = = 0, 1, . . .⌊
G=+1 = proxd5

(
G= − I + proxdℓ (I − G=)

)
.

(41)

On obtient alors la convergence de (G=)=∈N vers un point G ∈ H tel que (G, proxdℎ (I −G)) résout (39),
si ce dernier admet une solution.
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4.3. Modèles avec terme quadratique

Dans cette section,~ désigne un vecteur dans G, ! : H → G un opérateur linéaire non nul et !∗ : G →

H son adjoint. Le terme lisse du Problème 1 est la fonctionnelle des moindres carrés

6 : G ↦→
1

2
‖!G − ~‖2. (42)

On rappelle que 6 est convexe et différentiable et que ∇6 : G ↦→ !∗ (!G −~) est ‖!‖2-lipschitzien. Dans
ce cadre, le Théorème 1(iii) nous donne immédiatement le résultat suivant.

Exemple 9. Soit 5 ∈ �0 (H). L’objectif est de

minimiser
G∈H

5 (G) +
1

2
‖!G − ~‖2 (43)

sous l’hypothèse qu’une solution existe. Ce type de problème se manifeste notamment en science
des données, où ~ = !G représente une observation linéaire (éventuellement bruitée) du vecteur G à
estimer et 5 pénalise une propriété connue de G [20]. Soient

G0 ∈ H , Y ∈
]
0, ‖!‖−2

[
et (W=)=∈N une suite dans

[
Y, 2‖!‖−2 − Y

]
. (44)

Itérons

pour = = 0, 1, . . .⌊
I= = W=!

∗(!G= − ~)

G=+1 = proxW= 5 (G= − I=).

(45)

Alors (G=)=∈N converge vers une solution de (43).

Les Exemples 10 à 15 ci-dessous sont des cas particuliers de l’Exemple 9, dont nous adoptons les
notations et les hypothèses.

Exemple 10. Soient (4: )16:6# une base orthonormale deH et (q:)16:6# des fonctions dans �0 (R).
L’objectif est de

minimiser
G∈H

#∑

:=1

q:
(
〈G | 4:〉

)
+
1

2
‖!G − ~‖2 (46)

sous l’hypothèse qu’une solution existe. Ici, q: pénalise le :e coefficient de la décomposition de G dans
la base orthonormale (4: )16:6# [19, 20, 21]. Sous l’hypothèse (44), itérons

pour = = 0, 1, . . .⌊
I= = W=!

∗(!G= − ~)

G=+1 =
∑#

:=1

(
proxW=q:

〈G= − I= | 4: 〉
)
4: .

(47)

Alors (G=)=∈N converge vers une solution de (46).

Démonstration. Il s’agit d’une réalisation de l’Exemple 9 pour laquelle 5 : G ↦→
∑#

:=1 q: (〈G | 4: 〉). En
effet, 5 ∈ �0 (H) et proxW= 5 : G ↦→

∑#
:=1 (proxW=q:

〈G | 4: 〉)4: [20, Example 2.19].
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Exemple 11. Considérons le cas particulier de l’Exemple 10 oùH = R
# , G = R

" , ! est une matrice
de taille " × # , (4: )16:6# est la base canonique de R# et (∀: ∈ {1, . . . , # }) q: = | · |. Ce choix est
destiné à promouvoir la parcimonie des solutions. Alors (46) se réduit au problème « Lasso » [14, 35]

minimiser
G∈H

‖G ‖1 +
1

2
‖!G − ~‖2 (48)

et (47) à l’algorithme de seuillage doux itératif [20, 21]

pour = = 0, 1, . . .⌊
I= = W=!

⊤(!G= − ~)

G=+1 =
(
douxW= ([G= − I=]1), . . . , douxW= ([G= − I=]# )

)
,

(49)

où [G= − I=]: désigne la :e composante du vecteur G= − I= et

douxW= : b ↦→ signe(b)max{|b | − W=, 0}. (50)

Exemple 12. Considérons la variante dite du « filet élastique » [22] de l’Exemple 11 qui consiste à
ajouter un terme quadratique, à savoir,

minimiser
G∈H

‖G ‖1 +
V

2
‖G ‖2 +

1

2
‖!G − ~‖2. (51)

Dans ce cas, (47) donne lieu à l’algorithme

pour = = 0, 1, . . .


I= = W=!
⊤ (!G= − ~)

G=+1 =

(
doux W=

1+VW=

(
[G= − I=]1

1 + VW=

)
, . . . , doux W=

1+VW=

(
[G= − I=]#

1 + VW=

))
.

(52)

L’exemple suivant concerne la méthode de Landweber projetée [23], qui est une concrétisation de
la méthode du gradient projeté du Corollaire 1.

Exemple 13. Soit � une partie convexe fermée non vide deH . L’objectif est de

minimiser
G∈�

1

2
‖!G − ~‖2 (53)

sous l’hypothèse qu’une solution existe. Sous l’hypothèse (44), itérons

pour = = 0, 1, . . .⌊
I= = W=!

∗(!G= − ~)

G=+1 = proj� (G= − I=).

(54)

Alors (G=)=∈N converge vers une solution de (53).

Démonstration. Il s’agit de la réalisation de l’Exemple 9 pour laquelle 5 = ]� . On déduit (54) de (45)
en faisant appel à l’Exemple 1.

Si � est une partie convexe de H , alors !(�) est une partie convexe de G. Le but de d’exemple
suivant est de calculer la projection sur cet ensemble.
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Exemple 14. Reprenons le cadre de l’Exemple 13 en ajoutant l’hypothèse que l’ensemble !(�) est
fermé. Sous l’hypothèse (44), itérons

pour = = 0, 1, . . .


?= = !G=
I= = W=!

∗ (?= − ~)

G=+1 = proj� (G= − I=).

(55)

Alors ?= → proj!(�) ~.

Démonstration. On a vu dans l’Exemple 13 que la suite (G=)=∈N de (54) converge vers une solution G

de (53). Posons ? = !G , de sorte que ? = proj!(�) ~. Alors (54) s’écrit sous la forme (55) et, en invoquant
la continuité de !, on conclut que ?= = !G= → !G = proj!(�) ~.

Exemple 15. Soient (�8)1686< des parties convexes fermées non vides de G dont la somme de
Minkowski

( =
{
G1 + · · · + G< | G1 ∈ �1, . . . , G< ∈ �<

}
(56)

est fermée. Le problème de projeter un point~ ∈ G sur ( se manifeste dans de nombreuses applications
[28, 37, 38]. Pour le résoudre, fixons des points (G8,0)1686< dans G, Y ∈ ]0, 1/<[, et une suite (W=)=∈N
dans [Y, 2/< − Y]. Itérons

pour = = 0, 1, . . .


?= =
∑<

8=1 G8,=
I= = W= (?= − ~)

pour 8 = 1, . . . ,<⌊
G8,=+1 = proj�8

(G8,= − I=).

(57)

Alors ?= → proj( ~.

Démonstration. Notons H l’espace produit G< muni de la structure euclidienne usuelle et par x =

(G1, . . . , G<) un point générique dansH. Posons L : H → G : x ↦→ G1+· · ·+G< etC = �1×· · ·×�<. Alors
‖L‖2 = <, R∗ : G → H : G ↦→ (G, . . . , G) et projC x = (proj�1

G1, . . . , proj�<
G<) [9, Proposition 29.3].

De plus, L(C) = ( . Ainsi, en appliquant (55) dans H à L et C avec le point initial x0 = (G1,0, . . . , G<,0)

on obtient (57) et on déduit la convergence de (?=)=∈N de l’Exemple 14.

Remarque 3. Pour simplifier l’exposition, l’Exemple 9 ne fait intervenir qu’un seul terme quadra-
tique. On peut aisément l’étendre, ainsi que les Exemples 10 à 15 qui en découlent, au problème

minimiser
G∈H

5 (G) +
1

2

?∑

:=1

l: ‖!:G − ~: ‖
2, (58)

où ~: ∈ G: , !: : H → G: est linéaire et l: ∈ ]0, +∞[. On remplace alors (44) par

G0 ∈ H , Y ∈
]
0, V−1

[
et (W=)=∈N une suite dans

[
Y, 2V−1 − Y

]
, où V =

?∑

:=1

l: ‖!: ‖
2, (59)

et on itère

pour = = 0, 1, . . .⌊
I= = W=

∑?

:=1 l:!
∗
:
(!:G= − ~: )

G=+1 = proxW= 5 (G= − I=).

(60)
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§5. Dualité

Nous nous intéressons à un problème de minimisation composite.

Problème 3. Soient i ∈ �0 (H), k ∈ �0 (G), I ∈ H , A ∈ G et ! : H → G un opérateur linéaire non
nul tel que A ∈ ir

{
!G − ~ | G ∈ domi, ~ ∈ domk

}
. L’objectif est de

minimiser
G∈H

i (G) +k (!G − A ) +
1

2
‖G − I‖2. (61)

On note G = proxi+k◦(!·−A ) I la solution unique de ce problème.

Le Problème 3 sort a priori du champ du Problème 1. Nous allons cependant être en mesure de
le résoudre par une approche duale proposée dans [17]. Le principe de la dualité est d’associer au
Problème 3, dit « primal », un problème dit « dual » au sens de Fenchel–Rockafellar [9, Section 15.3].
Ce problème prend ici la forme [17]

minimiser
E∈G

1
(i∗) (I − !∗E) +k ∗ (E) + 〈E | A〉, (62)

où

i∗ : H → ]−∞, +∞] : D ↦→ sup
G∈H

(
〈G |D〉 − i (G)

)
(63)

est la fonction conjuguée de i∗ et 1(i∗) son enveloppe deMoreau (Définition 1). L’idée est d’appliquer
la méthode du gradient proximé au problème dual (62) pour construire la solution du Problème 3.

Proposition 2. Dans le contexte du Problème 3, fixons E0 ∈ domk ∗, Y ∈
]
0, ‖!‖−2

[
et une suite (W=)=∈N

dans
[
Y, 2‖!‖−2 − Y

]
. Itérons

pour = = 0, 1, . . .⌊
G= = proxi (I − !∗E=)

E=+1 = proxW=k ∗

(
E= + W= (!G= − A )

)
.

(64)

Alors les propriétés suivantes sont satisfaites:

(i) (E=)=∈N converge vers une solution E du problème (62) et G = proxi (I − !∗E).

(ii) (G=)=∈N converge vers la solution G du Problème 3.

Démonstration. Nous donnons seulement les étapes principales (cf. [17] pour les détails):

• On ramène (62) au Problème 1 en posant 5 : E ↦→ k ∗(E) + 〈E | A〉 et 6 : E ↦→ 1(i∗)(I − !∗E).

• 5 ∈ �0 (G) et proxW 5 : E ↦→ proxWk ∗ (E − WA ).

• On tire du Lemme 4(i) que 6 est convexe et différentiable sur G et que son gradient ∇6 : E ↦→

−!(proxi (I − !∗E)) est V-lipschitzien avec V = ‖!‖2.

• L’algorithme (64) est donc un cas particulier de l’algorithme (9). À ce titre le Théorème 1(iii)
garantit que la suite (E=)=∈N converge vers une solution E de (62).

• On montre que, si E résout (62), alors G = proxi (I − !∗E).

• Par continuité de proxi (Lemme 2) et de !∗, E= → E ⇒ G= = proxi (I−!
∗E=) → proxi (I−!

∗E) =

G .

13



Exemple 16. Dans la Proposition 2, supposons que A = 0, i = ]� et k = ]� , où � ⊂ H et � ⊂ G

sont des parties convexes fermées telles que 0 ∈ ir
{
!G − ~ | G ∈ �, ~ ∈ �

}
. Alors le Problème 3 est le

problème de meilleure approximation

minimiser
G∈�
!G∈�

1

2
‖G − I‖2 (65)

et son dual (62) est le problème

minimiser
E∈G

1

2
‖I − !∗E ‖2 −

1

2
32� (I − !∗E) + f� (E), (66)

où f� : E ↦→ sup~∈� 〈~ | E〉 est la fonction d’appui de � . De plus, (64) devient

pour = = 0, 1, . . .⌊
G= = proj� (I − !∗E=),

E=+1 = E= + W=
(
!G= − proj� (W

−1
= E= + !G=)

)
.

(67)

Soit G l’unique solution de (65), i.e., la projection de I sur � ∩ !−1 (�). Alors (E=)=∈N converge vers
une solution E de (66), G = proj� (I − !∗E) et (G=)=∈N converge vers G .

Exemple 17. Dans la Proposition 2, supposons que k = f� , où � est une partie convexe, compacte
et non vide de G. Alors l’objectif du Problème 3 est de

minimiser
G∈H

i (G) + f� (!G − A ) +
1

2
‖G − I‖2, (68)

celui du problème dual (62) est de

minimiser
E∈�

1
(i∗) (I − !∗E) + 〈E | A〉, (69)

et l’algorithme (64) se réduit à

pour = = 0, 1, . . .⌊
G= = proxi (I − !∗E=)

E=+1 = proj�
(
E= + W= (!G= − A )

)
.

(70)

Soit G l’unique solution de (68). Alors (E=)=∈N converge vers une solution E de (69), G = proxi (I−!
∗E)

et (G=)=∈N converge vers G . Notons que (68) englobe en particulier des problèmes en débruitage de
signaux [5, 17] et en mécanique [24, 29].

§6. Une version multivariée

Certains problèmes d’optimisation font intervenir< variables G1 ∈ H1, . . . , G< ∈ H< interagissant
entre elles. Ces formulations se retrouvent par exemple en décomposition de domaine [2, 3], en ap-
prentissage automatique [7, 27], en traitement du signal et de l’image [11, 13], et dans les problèmes
de flot [34]. Nous suivons l’approche de [3].
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Problème 4. Soient (H8)1686< et (G:)16:6? des espaces euclidiens. Pour tout 8 ∈ {1, . . . ,<}, soit
58 ∈ �0 (H8) et, pour tout : ∈ {1, . . . , ?}, soient g: ∈ ]0, +∞[, ℎ: : G: → R une fonction convexe
et différentiable de gradient V: -lipschitzien, et !:8 : H8 → G: un opérateur linéaire. On suppose que
min16:6?

∑<
8=1 ‖!:8 ‖

2
> 0. L’objectif est de

minimiser
G1∈H1,..., G<∈H<

<∑

8=1

58 (G8) +

?∑

:=1

ℎ:

( <∑

8=1

!:8G8

)
(71)

sous l’hypothèse qu’une solution existe.

Dans (71), le terme séparable
∑<

8=1 58 (G8) pénalise les composantes (G8 )1686< individuellement,
tandis que le terme

∑?

:=1 ℎ: (
∑<

8=1 !:8G8 ) pénalise ? couplages entre ces variables modélisant les inter-
actions.

La stratégie est de se ramener au Problème 1 en posant




H = H1 ⊕ · · · ⊕ H<

5 : H → ]−∞, +∞] : (G1, . . . , G<) ↦→
<∑

8=1

58 (G8)

6 : H → R : (G1, . . . , G<) ↦→
?∑

:=1

ℎ:

( <∑

8=1

!:8G8

)
.

(72)

On note en effet que :

• 5 ∈ �0 (H) et, pour tout W ∈ ]0, +∞[,

proxW 5 : (G1, . . . , G<) ↦→
(
proxW 51 G1, . . . , proxW 5< G<

)
. (73)

• 6 est convexe et lisse, et son gradient

∇6 : (G1, . . . , G<) ↦→

(
?∑

:=1

!∗:1

(
∇ℎ:

( <∑

9=1

!: 9G9

))
, . . . ,

?∑

:=1

!∗:<

(
∇ℎ:

( <∑

9=1

!: 9G9

)))

(74)

a constante de Lipschitz

V = ? max
16:6?

g:

<∑

8=1

‖!:8 ‖
2. (75)

On déduit alors du Théorème 1(iii) le résultat suivant.

Proposition 3. Dans le contexte du Problème 4 et de (75), fixons G1,0 ∈ dom 51, . . . , G<,0 ∈ dom 5<,

Y ∈
]
0, V−1

[
et une suite (W=)=∈N dans

[
Y, 2V−1 − Y

]
. On itère

pour = = 0, 1, . . .


pour 8 = 1, . . . ,<


~8,= = G8,= − W=

?∑

:=1

!∗:8

(

∇ℎ:

( <∑

9=1

!: 9G9,=

))

G8,=+1 = proxW= 58 ~8,= .

(76)

Alors, pour tout 8 ∈ {1, . . . ,<}, la suite (G8,=)=∈N converge vers un point G8 ∈ H8 , et (G1, . . . , G<) résout

le Problème 4.
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On trouvera dans [11] des applications de la Proposition 3 au traitement du signal, dont celle-ci.

Exemple 18. Considérons, dans le cadre du Problème 4, celui de reconstruire un signal multi-canaux
(G1, . . . , G<) à partir de ? observations imprécises

(∀: ∈ {1, . . . , ?}) ~: ≈

<∑

8=1

!:8G8 (77)

de mélanges linéaires, sous la contrainte que chaque composante G8 appartienne à un convexe fermé
non vide �8 de H8 . On modélise ce problème sous la forme

minimiser
G1∈�1,..., G<∈�<

1

2

?∑

:=1







~: −

<∑

8=1

!:8G8








2

, (78)

ce qui revient à poser 58 = ]�8
et ℎ: : E: ↦→ ‖~: − E: ‖

2/2 dans le Problème 4. L’algorithme (76) s’écrit
alors

pour = = 0, 1, . . .


pour 8 = 1, . . . ,<


~8,= = G8,= + W=

?∑

:=1

!∗:8

(
~: −

<∑

9=1

!: 9G9,=

)

G8,=+1 = proj�8
~8,=

(79)

et sa convergence vers une solution de (78) est garantie par la Proposition 3. Notons que dans le
scénario présent on peut affiner (75) en prenant V =

∑?

:=1

∑<
8=1 ‖!:8 ‖

2.

§7. Conclusion

L’objet principal de cette synthèse a été de montrer que, malgré son formalisme simple, le Problème 1
modélise une grande variété de problèmes concrets et qu’il peut être résolu par un algorithme alter-
nant un pas de gradient sur sa fonction lisse et un pas proximal sur sa fonction non différentiable :
la méthode du gradient proximé. Les propriétés asymptotiques de cet algorithme ont été étudiées et
plusieurs de ses applications ont été décrites. Enfin, nous avons vu que, par le biais de reformulations
duales ou dans des espaces produits, la portée de la méthode du gradient proximé peut être étendue
à des problèmes d’optimisation qui se situent au delà du cadre initial du Problème 1.

Remerciements. L’auteur remercie Minh N. Bùi, Diego J. Cornejo et Julien N. Mayrand pour leurs
relectures attentives.
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